
新微分積分Ⅱ改訂版 

４章 微分方程式 

 

 

§1 1 階微分方程式（p.100～p.110） 

問１ 

物体の温度と室温との差は, 20 − 𝑥であるから 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘(20 − 𝑥) 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= −𝒌(𝒙 − 𝟐𝟎) 

 

問２ 

（１）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝐶𝑡 

𝑥 = 𝐶𝑡2より,   𝐶 =
𝑥

𝑡2
 

よって 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

2𝑡𝑥

𝑡2
 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
=

𝟐𝒙

𝒕
 

（２）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝐶

𝑡2
 

𝑥 =
𝐶

𝑡
より,   𝐶 = 𝑥𝑡 

よって 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑥𝑡

𝑡2
 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= −

𝒙

𝒕
 

 

問３ 

𝑥 = (𝐶 − 15)𝑒−𝑘𝑡 + 15に, 𝑡 = 0, 𝑥 = 50を 

代入すると 

50 = (𝐶 − 15)𝑒0 + 15 

50 = 𝐶 − 15 + 15 

𝐶 = 50 

よって, 𝑥 = (50 − 15)𝑒−𝑘𝑡 + 15 

すなわち, 𝒙 = 𝟑𝟓𝒆−𝒌𝒕 + 𝟏𝟓 

 

問４ 

𝑥 = (𝑡 + 𝐶)𝑒𝑡の両辺を𝑡で微分すると 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 ∙ 𝑒𝑡 + (𝑡 + 𝐶)𝑒𝑡  

= (𝑡 + 𝐶)𝑒𝑡 + 𝑒𝑡  

= (𝑡 + 1 + 𝐶)𝑒𝑡 

また 

右辺 = 𝑥 + 𝑒𝑡  

= (𝑡 + 𝐶)𝑒𝑡 + 𝑒𝑡  

= (𝑥 + 1 + 𝐶)𝑒𝑡 

よって, 左辺 = 右辺 

また, １個の任意定数を含むから, 関数𝑥 = (𝑡 + 𝐶)𝑒𝑡は 

与えられた微分方程式の一般解である. 

 

（２）𝑥 = (𝑡 + 𝐶)𝑒𝑡に, 𝑡 = 0, 𝑥 = 1を代入すると 

1 = (0 + 𝐶)𝑒0 

𝐶 = 1 

よって, 特殊解は, 𝒙 = (𝒕 + 𝟏)𝒆𝒕 

 

（３）𝑥 = (𝑡 + 𝐶)𝑒𝑡に, 𝑡 = 1, 𝑥 = 2を代入すると 

2 = (1 + 𝐶)𝑒1 

2 = 𝑒 + 𝐶𝑒 

𝐶𝑒 = 2 − 𝑒 

𝐶 =
2

𝑒
− 1 

よって,   特殊解は,   𝒙 = (𝒕 +
𝟐

𝒆
− 𝟏) 𝒆𝒕 

 

問５ 

（１）両辺を𝑥で割ると 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3𝑡2 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 3𝑡2𝑑𝑡 

これより, log|𝑥| = 𝑡3 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

よって 

|𝑥| = 𝑒𝑡3+𝑐  

𝑥 = ±𝑒𝑡3+𝑐 

= ±𝑒𝑐 ∙ 𝑒𝑡3
 



𝐶 = ±𝑒𝑐  とおくと 

𝒙 = 𝑪𝒆𝒕𝟑
（𝑪は任意定数） 

 

（２）両辺に2𝑥をかけると 

2𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 2𝑥 𝑑𝑥 = ∫
1

𝑡
𝑑𝑡 

これより, 𝒙𝟐 = 𝐥𝐨𝐠|𝒕| + 𝑪（𝑪は任意定数） 

 

（３）両辺に𝑥で割ると 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

2𝑡

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫

2𝑡

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 

log|𝑥| = ∫
(𝑡2 + 1)′

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = log(𝑡2 + 1) + 𝑐（𝑐は任意定数）(𝑡2 + 1 ≧ 0) 

log|𝑥| − log(𝑡2 + 1) = 𝑐 

log |
𝑥

𝑡2 + 1
| = 𝑐 

よって 

|
𝑥

𝑡2 + 1
| = 𝑒𝑐  

𝑥

𝑡2 + 1
= ±𝑒𝑐  

𝑥 = ±𝑒𝑐(𝑡2 + 1) 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝒙 = 𝑪(𝒕𝟐 + 𝟏)（𝑪は任意定数） 

 

（４）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥2

cos2 𝑡
 

両辺を
1

𝑥2
で割ると 

1

𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

cos2 𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

1

cos2 𝑡
𝑑𝑡 

これより 

−
1

𝑥
= tan 𝑡 + 𝐶  

𝒙 = −
𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒕 + 𝑪
（𝑪は任意定数） 

 

問６ 

（１）両辺を
1

𝑥
で割ると 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = − ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = − log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log|𝑥| + log|𝑡| = 𝑐 

log|𝑥𝑡| = 𝑐 

𝑥𝑡 = ±𝑒𝑐 

𝐶 = 𝑒𝑐とおくと 

𝑥𝑡 = 𝐶 

𝑥 =
𝐶

𝑡
 

これに, 𝑡 = 1, 𝑥 = 2を代入すると 

2 =
𝐶

1
 

𝐶 = 2 

よって,   求める解は,   𝒙 =
𝟐

𝒕
 

 

（２）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑒𝑡 ∙ 𝑒−𝑥  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑒𝑡

𝑒𝑥
 

両辺に𝑒𝑥をかけると 

𝑒𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑒𝑡 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡 

これより 

𝑒𝑥 = 𝑒𝑡 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

𝑥 = log(𝑒𝑡 + 𝐶) 

これに, 𝑡 = 0, 𝑥 = 0を代入すると 



0 = log(𝑒0 + 𝐶) 

0 = log(1 + 𝐶) 

1 + 𝐶 = 1より, 𝐶 = 0 

よって, 求める解は, 𝑥 = log 𝑒𝑡であるから 

𝒙 = 𝒕 

 

問７ 

（１）i) 斉次 1 階微分方程式の解 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 2𝑡𝑥 = 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −2𝑡𝑥 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −2𝑡 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = − ∫ 2𝑡𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = −𝑡2 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

𝑥 = ±𝑒−𝑡2+𝑐 

𝑥 = ±𝑒𝑐 ∙ 𝑒−𝑡2
 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑥 = 𝐶𝑒−𝑡2
（𝐶は任意定数） 

 

ii) 定数𝐶を𝑡の関数𝑢 = 𝐶(𝑡)で置き換える. 

𝑥 = 𝑢𝑒−𝑡2
となるから, 両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒−𝑡2

+ 𝑢 ∙ (−2𝑡𝑒−𝑡2
) 

=
𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒−𝑡2

− 2𝑢𝑡𝑒−𝑡2
 

微分方程式に代入すると 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒−𝑡2

− 2𝑢𝑡𝑒−𝑡2
+ 2𝑡 ∙ 𝑢𝑒−𝑡2

= 2𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒−𝑡2

= 2𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

2𝑡

𝑒−𝑡2 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 2𝑡𝑒𝑡2

 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑢 = ∫ 2𝑡𝑒𝑡2
𝑑𝑡 

 

ここで,   ∫ 2𝑡𝑒𝑡2
𝑑𝑡 について,   𝑠 = 𝑡2とおくと,    

𝑑𝑠 = 2𝑡𝑑𝑡 

よって 

∫ 𝑑𝑢 = ∫ 𝑒𝑠𝑑𝑠 

これより, 𝑢 = 𝑒𝑠 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

すなわち, 𝑢 = 𝑒𝑡2
+ 𝐶 

よって, 求める一般解は 

𝑥 = (𝑒𝑡2
+ 𝐶)𝑒−𝑡2

 

𝒙 = 𝟏 + 𝑪𝒆−𝒕𝟐
（𝑪は任意定数） 

 

（２）i) 斉次 1 階微分方程式の解 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑥 = 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = 𝑡 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

𝑥 = ±𝑒𝑡+𝑐 

𝑥 = ±𝑒𝑐 ∙ 𝑒𝑡 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑥 = 𝐶𝑒𝑡（𝐶は任意定数） 

 

ii) 𝑥 = 𝑢𝑒𝑡とおき, 両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒𝑡 + 𝑢𝑒𝑡 

微分方程式に代入すると 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒𝑡 + 𝑢𝑒𝑡 − 𝑢𝑒𝑡 = 𝑒𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒𝑡 = 𝑒𝑡  

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑢 = ∫ 𝑑𝑡 

𝑢 = 𝑡 + 𝐶（𝐶は任意定数） 



よって, 求める一般解は 

𝒙 = (𝒕 + 𝑪)𝒆𝒕（𝑪は任意定数） 

 

問８ 

（１）i) 斉次 1 階微分方程式の解 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 sin 𝑡 = 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑥 sin 𝑡 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= − sin 𝑡 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = − ∫ sin 𝑡 𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = cos 𝑡 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

𝑥 = ±𝑒cos 𝑡+𝑐 

𝑥 = ±𝑒𝑐 ∙ 𝑒cos 𝑡 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑥 = 𝐶𝑒cos 𝑡（𝐶は任意定数） 

 

ii) 𝑥 = 𝑢𝑒cos 𝑡とおき, 両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒cos 𝑡 + 𝑢𝑒cos 𝑡 ∙ (− sin 𝑡) 

=
𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒cos 𝑡 − 𝑢𝑒cos 𝑡 sin 𝑡 

微分方程式に代入すると 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒cos 𝑡 − 𝑢𝑒cos 𝑡 sin 𝑡 + 𝑢𝑒cos 𝑡 sin 𝑡 = 2𝑡𝑒cos 𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒cos 𝑡 = 2𝑡𝑒cos 𝑡  

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 2𝑡 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑢 = ∫ 2𝑡𝑑𝑡 

𝑢 = 𝑡2 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 求める一般解は 

𝑥 = (𝑡2 + 𝐶)𝑒cos 𝑡（𝐶は任意定数） 

 

これに, 𝑡 = 0, 𝑥 = 𝑒を代入して 

𝑒 = (0 + 𝐶)𝑒cos 0 

𝑒 = 𝐶𝑒 

𝐶 = 1 

よって, 求める解は 

𝒙 = (𝒕𝟐 + 𝟏)𝒆𝐜𝐨𝐬 𝒕 

 

（２）i) 斉次 1 階微分方程式の解 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
−

2𝑥

𝑡
= 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

2𝑥

𝑡
 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

2

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = 2 ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = 2 log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log 𝑥 − log|𝑡|2 = 𝑐 

log |
𝑥

𝑡2
| = 𝑐 

𝑥

𝑡2
= ±𝑒𝑐 

𝑥 = ±𝑒𝑐 ∙ 𝑡2 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑥 = 𝐶𝑡2（𝐶は任意定数） 

 

ii) 定数𝐶を𝑡の関数𝑢 = 𝐶(𝑡)で置き換える. 

𝑥 = 𝑢𝑡2となるから, 両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑡2 + 2𝑢𝑡 

微分方程式に代入すると 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑡2 + 2𝑢𝑡 −

2

𝑡
𝑢𝑡2 = 𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑡2 + 2𝑢𝑡 − 2𝑢𝑡 = 𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑡2 = 𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑡

𝑡2
 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑢 = ∫
1

𝑡
𝑑𝑡 



𝑢 = log|𝑡| + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 求める一般解は 

𝑥 = (log|𝑡| + 𝐶)𝑡2（𝐶は任意定数） 

 

これに, 𝑡 = 1, 𝑥 = −1を代入して 

−1 = (log 1 + 𝐶) ∙ 12 

−1 = (0 + 𝐶) ∙ 1 

𝐶 = −1 

よって, 求める解は 

𝒙 = (𝐥𝐨𝐠|𝒕| − 𝟏)𝒕𝟐 

 

問９ 

（１）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥 + 𝑡

𝑡
より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥

𝑡
+ 1・・・① 

𝑢 =
𝑥

𝑡
とおくと,   𝑥 = 𝑡𝑢であるから,  

両辺を𝑡で微分して 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢 + 𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

これを①に代入して 

𝑢 + 𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢 + 1 

𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑢 = ∫
1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

𝑢 = log|𝑡| + 𝐶（𝐶は任意定数） 

ここで,   𝑢 =
𝑥

𝑡
であるから 

𝑥

𝑡
= log|𝑡| + 𝐶 

𝒙 = 𝒕(𝐥𝐨𝐠|𝒕| + 𝑪)（𝑪は任意定数） 

 

（２）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

3𝑥2 − 𝑡2

2𝑡𝑥
より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

3

2
∙

𝑥

𝑡
−

1

2
∙

𝑡

𝑥
 

すなわち,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

3

2
∙

𝑥

𝑡
−

1

2 ∙
𝑥
𝑡

・・・① 

𝑢 =
𝑥

𝑡
とおくと,   𝑥 = 𝑡𝑢であるから, 

両辺を𝑡で微分して 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢 + 𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

これを①に代入して 

𝑢 + 𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

3

2
𝑢 −

1

2𝑢
 

𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

2
𝑢 −

1

2𝑢
 

𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑢2 − 1

2𝑢
 

2𝑢

𝑢2 − 1

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
2𝑢

𝑢2 − 1
𝑑𝑢 = ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

∫
(𝑢2 − 1)′

𝑢2 − 1
𝑑𝑢 = ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑢2 − 1| = log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log|𝑢2 − 1| − log|𝑡| = 𝑐 

log |
𝑢2 − 1

𝑡
| = 𝑐 

𝑢2 − 1

𝑡
= ±𝑒𝑐 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑢2 − 1

𝑡
= 𝐶 

ここで,   𝑢 =
𝑥

𝑡
であるから 

(
𝑥
𝑡

)
2

− 1

𝑡
= 𝐶 

𝑥2

𝑡2 − 1

𝑡
= 𝐶 

𝑥2 − 𝑡2

𝑡3
= 𝐶 

𝑥2 − 𝑡2 = 𝐶𝑡3 

𝒙𝟐 = 𝑪𝒕𝟑 + 𝒕𝟐（𝑪は任意定数） 

 

問 10 

（１）𝑢 =
𝑥

𝑡
とおくと,   𝑥 = 𝑡𝑢であるから, 

両辺を𝑡で微分して,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢 + 𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 



これを微分方程式に代入して 

𝑢 + 𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢 + 𝑒−𝑢 

𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑒𝑢
 

𝑒𝑢
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑒𝑢𝑑𝑢 = ∫
1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

𝑒𝑢 = log|𝑡| + 𝐶（𝐶は任意定数） 

𝑢 = log(log|𝑡| + 𝐶) 

ここで,   𝑢 =
𝑥

𝑡
であるから 

𝑥

𝑡
= log(log|𝑡| + 𝐶) 

𝑥 = 𝑡 log(log|𝑡| + 𝐶)（𝐶は任意定数） 

これに, 𝑡 = 1, 𝑥 = 0を代入して 

0 = 1 ∙ log(log 1 + 𝐶) 

0 = log 𝐶 

𝐶 = 1 

よって, 求める解は 

𝒙 = 𝒕 𝐥𝐨𝐠(𝐥𝐨𝐠|𝒕| + 𝟏) 

 

（２）𝑡
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑥 − 3𝑡より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

2𝑥

𝑡
− 3・・・① 

𝑢 =
𝑥

𝑡
とおくと,   𝑥 = 𝑡𝑢であるから, 

両辺を𝑡で微分して 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢 + 𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

これを①に代入して 

𝑢 + 𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 2𝑢 − 3 

𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢 − 3 

1

𝑢 − 3

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑢 − 3
𝑑𝑢 = ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑢 − 3| = log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log|𝑢 − 3| − log|𝑡| = 𝑐 

log |
𝑢 − 3

𝑡
| = 𝑐 

𝑢 − 3

𝑡
= ±𝑒𝑐 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑢 − 3

𝑡
= 𝐶 

𝑢 − 3 = 𝐶𝑡 

𝑢 = 𝐶𝑡 + 3 

ここで,   𝑢 =
𝑥

𝑡
であるから 

𝑥

𝑡
= 𝐶𝑡 + 3 

𝑥 = 𝑡(𝐶𝑡 + 3)（𝐶は任意定数） 

これに, 𝑡 = 1, 𝑥 = 5を代入して 

5 = 1 ⋅ (𝐶 ∙ 1 + 3) 

5 = 𝐶 + 3 

𝐶 = 2 

よって, 求める解は 

𝒙 = 𝒕(𝟐𝒕 + 𝟑) = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟑𝒕 

 

 


